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І Від авторів 

ЛЮБІ ДЕСЯТИКЛАСНИКИ! 
Ви починаєте вивчати новий шкільний предмет — алгебру 

Г початки аналізу. 

Цей предмет надзвичайно важливий. Мабуть, немає сьогодні 

такої галузі науки, де б не застосовувалися досягнення цього 

розділу математики. Фізики та хіміки, астрономи та біологи, 

географи та економісти, навіть мовознавці та історики викорис-

товують «математичний інструмент». 

Алгебра і початки аналізу — корисний і дуже цікавий пред-

мет, який розвиває аналітичне і логічне мислення, дослідницькі 

навички, математичну культуру, кмітливість. 

Ми маємо надію, що ви не розчарувалися, обравши нелегкий 

шлях навчатися в математичному класі. У цьому навчальному 

році ви продовжите вивчати математику за поглибленою програ-

мою. Це не просто. Потрібно бути наполегливим і завзятим, уваж-

ним і акуратним, при цьому найголовніше — не бути байдужим 

до математики, а любити цю красиву науку. Сподіваємося, що 

ви з інтересом будете засвоювати нові знання. Ми маємо надію, 

що цьому сприятиме підручник, який ви тримаєте. Ознайомтеся, 

будь ласка, з його структурою. 

Підручник розділено на шість параграфів, кожний з яких скла-

дається з пунктів. У пунктах викладено теоретичний матеріал. 

Особливу увагу звертайте на текст, виділений жирним шрифтом. 

Також не залишайте поза увагою слова, надруковані курсивом. 

Зазвичай виклад теоретичного матеріалу завершується прикла-

дами розв'язування задач. Ці записи можна розглядати як один 

з можливих зразків оформлення розв'язання. До кожного пункту 

підібрано задачі для самостійного розв'язування, приступати до 

яких радимо лише після засвоєння теоретичного матеріалу. Серед 

завдань є як прості й середні за складністю вправи, так і складні 

задачі (особливо ті, які позначено зірочкою (*)). 

Якщо після виконання домашніх завдань залишається віль-

ний час і ви хочете знати більше, то рекомендуємо звернутися 

до рубрики «Коли зроблено уроки». Матеріал, викладений там, 

є непростим. Але тим цікавіше випробувати свої силиі 

Крім того, у підручнику ви зможете прочитати оповідання з іс-

торії математики, зокрема про діяльність видатних українських 

математиків. Назви цих оповідань надруковано синім кольором. 

Дерзайте! Бажаємо успіху! 

З 



Від авторів 

ШАНОВНІ КОЛЕГИ! 
Ми знаємо, що підготовка до уроку в класі з поглибленим 

вивченням математики — робота нелегка. Організація такого 
навчального процесу вимагає великих зусиль учителя, який фор-
мує навчальний матеріал по крихтах, збираючи його в багатьох 
посібниках. Ми сподіваємося, що цей підручник стане надійним 
помічником у вашій нелегкій і шляхетній праці, і будемо щиро 
раді, якщо він вам сподобається. 

У книзі дібрано обширний і різноманітний дидактичний ма-
теріал. Проте за один навчальний рік усі задачі розв'язати не-
можливо, та в цьому й немає потреби. Разом з тим набагато зруч-
ніше працювати, коли є значний запас задач. Це дає можливість 
реалізувати принципи рівневої диференціації та індивідуального 
підходу в навчанні. 

Червоним кольором позначено номери задач, що рекоменду-
ються для домашньої роботи, синім кольором — номери задач, 
які з урахуванням індивідуальних особливостей учнів класу на 
розсуд учителя можна розв'язувати усно. 

Бажаємо творчого натхнення й терпіння. 

І Умовні позначення 

завдання, що відповідають початковому і середньому 

рівням навчальних досягнень; 

п завдання, що відповідають достатньому рівню на-

вчальних досягнень; 

ті" завдання, що відповідають високому рівню навчаль-

них досягнень; 

п* задачі для математичних гуртків і факультативів; 

О—иг задачі, у яких отримано результат, що може бути 

використаний при розв'язуванні інших задач; 

Д, закінчення доведення теореми; 

• закінчення розв'язування прикладу; 

рубрика «Коли зроблено уроки». 



ПОВТОРЕННЯ 
Й СИСТЕМАТИЗАЦІЯ 
НАВЧАЛЬНОГО 
МАТЕРІАЛУ 
З КУРСУ АЛГЕБРИ 
8-9 КЛАСІВ 

Задачі на повторення курсу алгебри 
8-9 класів 

Вправи 

Перетворення раціональних виразів 

1.1. Спростіть вираз 

, п „ ( a + 5 а + 7 Va-9\ 7 + а 
1.2. Спростіть вираз - — — — — + ? — - + ——. 

^ ґ Ца-9)(а + 9) (a~9)2JW + 3/ 9 +а 

1.3. Спростіть вираз * У f — — 2 • f -+- l\ * {(х + у)2 U у2 J (x + yf U У J ) 
1.4. Спростіть вираз 

і і ( а -1 

b 2 + b 

1 

: - і 
1 + b-b s-b 4  

1-а 

1.5. Доведіть тотожність 

х~ + У + ( x - y f + x y f х6+уь
 + х У + х 2 у 3 у 1 ^ ^ 

(X + у)2 - ху {(X3 - у*)(х* + у3 +хгу + ху2)) 
1.6. Доведіть тотожність 

•ІЬЇ Ї-ЇЬ-йГ-«-* а + Ъ 

5 



§ 1. Повторення й систематизація навчального матеріалу з курсу алгебри 8~9 класів 

1-х 1-у 1-г 

1.7. Доведіть тотожність — — — — + — ^ — = 1. 
xy + yz + zx 1 1 

х у г 

1.8. Спростіть вираз —, „ — + —ъ— r — +—; r-
(x 2+lf-x 2 х*(х + 1?-1 X і-(х + 1) 2  

х 2 -х+1 , 2х(х-1) 2 2х 2 (лт 3 -1) 2  

1.9. Спростіть вираз — +—; 5— + —5 - . 
х + х + 1 х + х +1 х8+ж4+1 

1.10. Спростіть вираз 

Ьс , са , ab 2abc 

(a + ö)(a + c) (b + c)(b + а) (с + а) (с + ft) (b + c)(c + a)(a + b) 

1.11. Доведіть тотожність 

b-c . с-а . a-b 2 + _ 2 _ + 2 
(а - ft) (а - с) (ft - с) (b - о) (с - а) (с - Ь) а-b Ь-с с-а 

1 1 2 4 2" 
1.12. Спростіть вираз —!— + —=— + — — + —-—. 

1-6 1 + 6 1 + Ьг 1 + ft4 i + b2
n 

1.13. Відомо, що а2 - а - 1 = 0. Доведіть, що 

1.14. Доведіть, що коли а + b + с = 1, —+ ̂  + - = 0, то 
a b с 

а 2 + Ь г + с 2 = 1. 

1.15. Доведіть, що коли — +Ц- + - = 1 і - + — + - = 0, то 
a b с х у г 

а 2 Ъ 2 с 2  

1.16. Розкладіть на множники вираз 

je 2 (у~г) + у 2 (г - X) + z 2 (х - у). 

1.17. Розкладіть на множники вираз 

я (у г - Z 2) + у (г 2 - X 2) + г {х 2 - у 2). 

1.18. Попарно різні числа а, Ь, с такі, що а + ̂  = & + - = с . 
b с а 

Доведіть, що I abc j = 1. 

Перетворення виразів, які містять квадратні корені 

1.19. Знайдіть значення виразу (>/28 - Vl2) • л/lO+-s/84. 

1.20. Знайдіть значення виразу * » U / S 11). 
W 6 + 1 n/6-2 З-л/бУ 

б 



1. Задачі на повторення курсу алгебри 8 ' 9 класів 

, О - - Ä 1.21. Знайдіть значення виразу ,— - ••••—-—j . 
V2V2 + 3 272-3 

1.22. Знайдіть значення виразу 

t .23. Знайдіть значення виразу 

1.24. Знайдіть значення виразу 

1.25. Знайдіть значення виразу +^/l3-4>/3. 

1.26. Знайдіть значення виразу (2-л/б)\/з + 4ь + ̂ /7-3 л/б. 

1.27. Доведіть, що (4 + л/Гб) = 

1.28. Доведіть, що х / з ^ Ж ( з + л^)(х/Ї0-72) = 8. 

1.29. Доведіть, що + . / 9 , 4 ^ 
4 + V5 

1.30. Доведіть, що f p j ^ ^ H ^ S ^ . 
V27 -3v l8 + 3v l2-v8 

1.31. Знайдіть значення виразу 

Js + 2 ̂ 10 + 2 ^ + ^ 8 - 2 ^ 1 0 + 2 Ж . 

„ „_ r) „ . aJä + byfb , 2>/& 
1.32. Знайдіть значення виразу 7-j»—j=r +—в—j= -. 

We+VfeJ(a-ft) л/a + Vö 

1.33. Знайдіть значення виразу 

VWa + Vi»/ У a-Ja-b-Ja 

1.34. Спростіть вираз [Va8-2a2 + a + j . 

, , , „ . ( 1 + Vl-* , 1-УІ1 + Х Y дс г -1 . -, 
1.35. Спростіть вираз ; = + : т — —-— + 1. 

U - * + Vl-JC 1 +де-vl + ж / 2 

1.36. Знайдіть значення виразу 

"ІЇ** • І-ґ-Л^ТЇ-і ) , якщо 0 < X < 1, 
,л/і + JC —Jl-x УІЇ 

1.37. Спростіть вираз 

-X 2 +X-IJ \ 

a + V2a+2 J 



§ 1. Повторення й систематизація навчального матеріалу з курсу алгебри 8~9 класів 

1.38. Знайдіть значення виразу ^ ^ — .. ^ 

г~ 2 +і 
якщо 0 < Ь < 1. 

1.39. Спростіть вираз 

а + Ь а + Ь Ь а ^ yja + b-2 yfab 

yfä + yfb\ a~ b b-yfäb yfäb+a)  2  

l + [a + Ja 2-lf ib + ylb 2-lf 1.40. Спростіть вираз 
(a + Vaz-l)(t> + Vf>2-l) 

1.41. Спростіть вираз b 2 - B b - ( b - l ) ^ l + 2 Е ? п р и > 2 

f»2 + 3&-(Ь +1)Vb2-4+2 Vfc-2 

1.42. Знайдіть значення виразу 

Iа + 2 \fa~l \ 

а + 2 yja-l 

a-2yja~l Va2 -4a+ 4 

і ло n . Jx + 4\lx-4 + Jx-4.yJx-4 
1.4d. Спростіть вираз — v  

f M X 

Раціональні рівняння і нерівності 

1.44. Розв'яжіть рівняння: 

1) _J> 4 1 
х2-4х + 4 Х 2-4 Х + 2 

2 )1+-^- + 2 7 Є 

х + 4 2xz + 7х - 4 2х-1' 

х + 1 , х-2 , х-3 , х + 4 . 
1 1 1 = 4; 

х-1 х + 2 х + 3 х-4 

X 2 + 4х + 4 2х + 6 х2 + * + 1 2х + 9 
4) 

х+4 х+2 х+1 х + 3 ' 

5)|х + 2| + | х - 3 | = 5; 

6) j 2* + 5 І = І je І + 2; 

7 ) | * - 1 | - 2 | * - 2 | + 3 | * - 3 | = 4. 

1.45. Розв'яжіть рівняння: 

Зх 5 1 
1) 

*3-1 4хг+4х + 4 2 (1 - х)' 

X | Зх + 1 X + 34 _Q. 

2х2 +12х + 10 4х2 +16Х-20 х3+5х2-х-5~ ' 

8 



1. Задачі на повторення курсу алгебри 8~9 класів 

п, 2х-1 , Нх-1 х - 1 
о) — + — = - + 4; х+1 х+2 х - 1 
. . xz+2x + 2 , хг+8х + 20 х2+4х + & , х2+6х+12 4 І 1 — }- * 

х + 1 х + 4 х + 2 х + 3 * 
Ь ) І х~2 | - 1 А' 
6 ) | | 8 - ж | - * + 1 | + * = 6. 

1.46. Розв'яжіть рівняння: 

11 4 а 2х а - 2 4а - 2а2 _ п 

' х-3 2 ' ' 2х + а 2х-а 4х2-а2 

1.47. Розв'яжіть рівняння —- = . 

х2-16 х-4 4 + х 
1.48. Розв'яжіть нерівність: 

1) (х2 - 6х + 5) (3* - І)2 > 0; 

2) (X2
 - 6х + 5) (Зх - І)2 < 0; 

3) (де2 — X ~~ 2) (х2 - 4х + 3) > 0; 

(х + Щх-2)4 (х+3) „ } (х-7)(1-3х) >{Г' 
Сч х3 + х2+3х + 3 ^ п 

— р — і  хг-6х + 7 
І «І(х-2)3 

6 ) \х + 3 \ ( х - 4 ) > 0 ' 
7) (д; + 7) л/jc + л:2-20 > 0; 

9) 
х + 1 х - 4 

Ю) 
Х + 1 1 — JC-

11) (X 2 + Зх + 1) (х 2 + Зх - 3) > 5; 

2х + 3 

х2+3х 
12) (хг + 3х)(2х + 3)-16. 2 f +„3 > 0 ; 

13) a g + ' v 1 | > n 

14) (1±4<2±ї)>-3х; 
х X J — 2 

15) 1 х2 - Зх | + х - 2 < 0; 

16) ] х2 + Зх ] > 2 - X 2 . 

9 



§ 1. Повторення й систематизація навчального матеріалу з курсу алгебри 8~9 класів 

1.49. Розв'яжіть нерівність: 

1) (X і - 10* + 9) (Ах + І)2
 > 0; 

2) (х 2 - IOjc + 9) (4* + І)2 < 0; 

3) (х 2 - 6* + 8) (X 2 - 4) > 0; 

4) * ! + 2x2 + 5* +10 ,.. 0 . 
х 2-х~6 

5) 
х-2 X х+2 

6) (х 2 - X - 1) (X 2 - X - 7) < -5; 

7) (x 2-2x){2x-9)-9-^f^ <0; 
X -ЇХ 

8) ^ ± І І > 1 ; 

10) « Ц ^ Ш ^ - Я * 

11)\ х 2 - 2х - 3\< Зх ~ 3; 

12) I X2 + Ах + З І > а; + 3. 

1.50. При яких значеннях параметра а рівняння 

(а + 4) X 2 + (а + 4) ж + 3 = 0 

має корені? 

1.51. При яких значеннях параметра а рівняння 

(а + 3) ж2 + (а2 + За) х + 1 - 0  

має один корінь? 

1.52. Знайдіть значення параметра а, при яких сума коренів рів-

няння X 2 ~ (а2 - 4а + 3) X + а - 2 = 0 дорівнює нулю. 

1.53. При яких значеннях параметра а різниця коренів рівняння 

(а - 2) X 2 - (а - 4) * - 2 = 0 дорівнює З? 

1.54. При яких значеннях параметра а різниця коренів рівняння 

2*2 - ( a + l ) jc + o — 1 = 0 дорівнює їх добутку? 

1.55. При яких значеннях параметра а нерівність (а + 4) х 2 -
- 2ах + 2а — 6 < 0 виконується при всіх значеннях х? 

1.56. При яких значеннях параметра а нерівність (а2 - 1) х 2 +  
+ 2 ( а - 1 ) л ; + 2 > 0 виконується для будь-якого значення х? 

1.57. При яких значеннях параметра а нерівність (а - 3) х 2 -

- 2а X + За - в > 0 виконується при всіх значеннях ж? 

10 



1. Задачі на повторення курсу алгебри 8~9 класів 

1.58. При яких значеннях параметра а один з коренів рівняння 

Зах 2 - 2х - За - 2 = 0 більший за 1, а другий менший від 1? 

1.59. При яких значеннях параметра а корені і х2 рівнян-

ня 2х 2 - 2 (2а + 1) X + а (а + 1) = 0 задовольняють умову 

X v < а < х21 

1.60. При яких значеннях параметра а корені рівняння х 2 - 2ах + 

+ а2 - а = 0 належать проміжку [-2; 6}? 

1.61. При яких значеннях параметра а нерівність ах 2 - 4х + 4а > 0  

виконується для всіх додатних значень х? 

1.62. При яких значеннях параметра а нерівність х 2 + ах - 7а < 0  

виконується для всіх X з проміжку (1; 2)? 

1.63. При яких значеннях параметра а всі розв'язки нерівності 

ах 2 - 2х - а (а 2 + 2) < 0 задовольняють нерівність х 2 < 9? 

х г-ах + 1 

х 2 + х + 1 
<3 1.64. При яких значеннях параметра а нерівність 

виконується для будь-якого значення X? 

1.65. Знайдіть усі значення параметра q такі, що для будь-

якого значення параметра р рівняння х2 + рх + д = 0 має 

розв'язок. 

1.66. Розв'яжіть рівняння: 

1) (х2 + 2xf - (je + І)2 = 55; 

2) (X 2 + х + 4)2 + 8х (х2 + X + 4) + 15х2 = 0; 

3) (ж - 2)4 + (X + 2)4 - 82; 

X 2 X 

5х __ 3. 

х 2 + х + 3 х 2 — 5х +З 2' 

7) х2 + - ^ - , = 11. 
(х + 5) 2  

1.67. Розв'яжіть рівняння: 

1) (х2 - 5х + 7f - (х - 2) (X - 3) = 1; 

2) 5 (X2 + 2х) 2 - 11 (хг + 2х) (X 2 + X + 1) + 6 (х2 + ж + І)2 = 0; 

3) я (X + 3) (х + 5) (х + 8) + 36 = 0; 

4) (х2 + X + І)2 = X2 (Зх2 + * + 1); 
Q 2 

5) X 2 + г=16 . 
(х + 3)2 

11 



§ 1. Повторення й систематизація навчального матеріалу з курсу алгебри 8~9 класів 

Властивості функцій 

1.68. Знайдіть область визначення функції: 

1) У = 
V l 7 - l 5 x - 2 x ^  

х + 3 

2) у = УІ12х 2-4х 3-9х-у]2-\х\. 

1.69. Знайдіть область визначення функції: 

Г 7 - , . 

\ \І4х 2 -19х + 12 ' 

2) у = ij\ X -11 (Зх—6) + -х 2+4х-2і'-

1.70. Знайдіть область значень функції: 

1) у = ~~і 3) у = УІх 2 + 2х + 2; 
X Т ̂  

2) у = х + -\ 4) и = 5-л/жг-6ж + 10. 

1.71. Знайдіть область значень функції: 
1 } 3 ) 

2) = х + 4) y = 3-Vx a-2x + 2. 

1.72. Знайдіть найбільше і найменше значення функції 

1 
У • 

X -4х + 10 

1.73. Знайдіть найбільше і найменше значення функції 

2 
J X — 6х +11 

1.74. Знайдіть: 

1 X2 

1) max 2) min , де М = (-«; -1) U (1; +«). 

к х 2 + 2 м , / х 2 - 1 

1.75. Знайдіть: 

1 1) min-
и -х'Чгх-з 

2) max {yf2—x + л /х+ ї ) , де М = [ - 1 ; 2]. 
м 

1.76. Для кожного значення параметра а знайдіть найбільше 

і найменше значення функції f на множині М : 
1) f (х) = X2 + 4х + 5 а , М = [-1; 1]; 

2) f (х) = X2 - 4х, М = [-1; а], де а > -1. 
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1. Задачі на повторення курсу алгебри 8~9 класів 

1.77. Для кожного значення параметра а знайдіть найбільше 

і найменше значення функції f на множині М: 

1) f (х) = -ж2 + 6* - 2 а , М = [0; 4]; 

2) f (х) = 2X - X 2, М = [а; 2], де а < 2. 

1.78. Розв'яжіть рівняння -fx +2лІх + 3 +Jx + S =8. 

1.79. Розв'яжіть рівняння Злг2 + Vx-1 + 2 -Jx + 2 =17. 

1.80. Розв'яжіть рівняння | х | + j х-2 \ + У!Х-1=2. 

1.81. Розв'яжіть рівняння 2х^Ах-х 2 =х г + 4. 

1.82. Дослідіть на парність функцію: 

І 2 Х - 1 Н | Ї ± 1 ] ! , | , М Г 

* -4 л/1-jc-Vl + jf 

1.83. Дослідіть на парність функцію: 

14 X5 

1) y~-f==— 
V2-je - л/2 + дг 

2) у = ^ + і—j-; 
(4л:-2)5 (4x + 2)s 

2л:+ 1 2х-1 
3) у = —; j . 

х -Зх + 1 х +3х + 1 

1.84. Відомо, що D (f) = 3L Доведіть, що функції у = f (лс) + f (-лг) 

і у = f (х) • f (-х) є парними, а функція у - f (х) - f (-х) —  
непарною. 

1.85. Побудуйте графік функції: 

1)г/ = (|*|-1) 2 ; 4) У=уІ\х+2\-1; 

2) y = Jl-\x j; 5) у=\ VI* 1-2-11; 

3) 6) і ,=|>/аГТ-2|. 

1.86. Побудуйте графік функції: 

1} V = W T 2 ; 4)у = ( | х - 2 | + І)2; 

2) И 
1 

Х — 4 
5) 1 - 2 

1 

з) У=ІХ+\|_2; 6) Ї/=|72^П-2|Я 
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§ 1. Повторення й систематизація навчального матеріалу з курсу алгебри 8~9 класів 

1.87. На рисунку 1.1 зображено графік квадратичної функції 

у = ах 2 + Ьх + с. Визначте знаки коефіцієнтів a, Ь і с. 

% 

а) б) 

Рис 1.1 

1.88. На рисунку 1.2 зображено графік квадратичної функції 

у = ах 2 + Ьх + с. Визначте знаки коефіцієнтів а, Ь і с. 

1.89. Установіть, скільки коренів залежно від значення параме-

тра о має рівняння j х 2 - 6 | х \ + 8 | = а. 

1.90. Установіть, скільки коренів залежно від значення параме-

тра а має рівняння |jc2 + 2 | j c - 2 j - 4 | = a. 

1.91. Чи є правильним твердження, що на рисунку 1.3 зображено 

параболу у = ах 2 + Ьх + с і пряму у = Ьх + с? 

І ' У1 

1 [ С У 
а) б) 

Рис 1.2 Рис 1.3 

1.92. Знайдіть найбільше і найменше значення функції 

4х 24х 

(х* + 1) 2 х 4+\ 
+ 1. 

Рівняння і нерівності з двома змінними 

1.93. Розв'яжіть рівняння: 

1) ІЗх 2 - 12 ху + 4у 2-4х+1^0; 2) | у\ + 2 = УІ4-Х 2. 
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1. Задачі на повторення курсу алгебри 8 ' 9 класів 

1.94. Розв'яжіть рівняння: 

1) ж2 + 2Ьу 2 - 6ху - 24і/ + 9 = 0; 2) 9-х 2 = V 3  + I У І-

1.95. Побудуйте графік рівняння: 

1) (X - 3)г = (у + 5)2; 5) І у - З І + I X | = 1; 

2 )х 2у = \у\-, 6)\х\-3 = уІ9-у 2; 

і г 

3) x + 2 = J\y\-l; 7) = 
1-х 

4) І {/-І [ = л/х; 

1.96. Побудуйте графік рівняння: 

1) (X - І)2 = (X + 2у)2; 5)|у + 11 + | ж - 2 | = 2; 

2)х\у\ = х 2-, 6) (I X І - І)2 + (і ^ І - З)2 = 4; 

3) x+a-JfFH: = 

4) |jr|-l = >£ ; 

г / 2 - 1 

1.97. Побудуйте графік нерівності: 

1) X > І у + 2 І - 2; 3) (X + у) | у \ > 0; 

2) I X [ < І у 2 - 2у І; 4) (х 2 + у 2 - 1) у 2 < 0. 

1.98. Побудуйте графік нерівності: 

1) у < I X - З І + 1; 3) (X - у) [ X І < 0; 

2 ) | х - 2 | - | і / + і | > 2 ; 4) х* + у ' ~ 1 > 0 . 

У 

1.99. Зобразіть на координатній площині ху множину розв'язків 

системи нерівностей: 
\х + 2у>1, „ч |х2 + у2<1, 

1) і 2 ) , 

1.100. Зобразіть на координатній площині ху множину розв'язків 

системи нерівностей: 

f * 2 + y 2 < 4 , [ц + х-2 >0, 
1) Г 2) 

[x-3j/<l; 

1.101. Побудуйте графік нерівності: 

У>\х\ +1. 

х < 6 

1.102. Побудуйте графік нерівності: 

1) Jx-2y>Jx+y; 2) X< —. 
у 

1) 42х-у<4^у-, 2) у>~—. 
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§ 1. Повторення й систематизація навчального матеріалу з курсу алгебри 8~9 класів 

Метод математичної індукції 

1.103. Доведіть, що 

1.2 .3 + 2-3-4+3-4.5+ . . . + П ( П + 1 ) ( П + 2 )= Д ( л + 1 ) ( " + 2 ) ( П + 3>-
4 

1.104. Доведіть, що - + — + - + ...+ г + —:— = 3 . 
^ 2 4 8 2 2" 2" 

1.105. Доведіть, що 

1.106. Доведіть, що 5" + 2 + 62л + 1 І 31, п є N. 

1.107. Доведіть, що 7 • 52" + 12 • 6" і 19, п є N. 

1.108. Доведіть, що 14-3" + 9 - 7гп : 23, п є N. 

1.109. Доведіть нерівність 2" > 2п, п є N, п > 3. 

1.110. Доведіть нерівність 2" + 4 > (п + 4)2, п є N. 

1.111. Доведіть нерівність 3" > п3, п є N, п > 4. 

16 



2. Висловлення та операції над ними 

ш ЕЛЕМЕНТИ 
МАТЕМАТИЧНОЇ 
ЛОГІКИ 

Висловлення та операції над ними 

У фізиці, хімії, біології, економіці, соціології тощо про істин-

ність висновків можна судити, ґрунтуючись на результатах спо-

стережень та експериментів. У цьому аспекті математика — наука 

іншого роду. Наприклад, те, що сума кутів трикутника дорівнює 

180°, неможливо встановити лабораторним шляхом. Істинність 

математичних тверджень може бути доведена лише в результаті 

логічно бездоганних міркувань. 

Науку, яка вивчає такі математичні доведення (логічно без-

доганні міркування), називають математичною логікою. Отже, 

математична логіка вчить, як треба міркувати, щоб отримувати 

правильні висновки. 

Міркуючи, ми формулюємо свої думки у вигляді тверджень. 

Розглянемо приклади. 

1. Якщо трикутник рівносторонній, то центри його вписаного 

і описаного кіл збігаються. 

2. Новела М. Коцюбинського *Intermezzo» надто складна для 

сприйняття. 

3. Число я є раціональним. 

4. Леонід Каденюк — перший космонавт незалежної України. 

5. Число п є простим. 

Твердження 1 і 4 є істинними, твердження 3 — хибним. Твер-

дження 2 і 5 не можна віднести ні до істинних, ні до хибних. 

Будь-яке твердження, відносно якого має сенс говорити, що 

воно істинне або хибне, називають висловленням. 

Отже, твердження 1, 3, 4 є висловленнями, а твердження 2 

і 5 висловленнями не є. 

Висловлення позначають великими літерами латинського ал-

фавіту: А, В, С, D тощо. 
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§ 2. Елементи математичної логіки 

Наприклад, пишуть: 

А = {Київ — столиця України}; 

В s {5 > 7}; 

С = {число 2 просте}. 

Будь-яке висловлення є або істинним, або хибним. Якщо ви-

словлення А є істинним, то говоритимемо, що йому поставлено 

у відповідність число 1, якщо висловлення А хибне — то число 0. 

Таким чином, якщо задано деяку множину висловлень, то 

можна розглядати функцію f, областю визначення якої є ця мно-

жина, а областю значень — двоелементна множина {0, 1}. Таку 

функцію f будемо називати функцією істинності. Наприклад, 

якщо А = {10 і 5}, то f (А) = 1. 

За допомогою логічних зв'язок, а саме слів «і», «або», «якщо ...,  

то», «тоді і тільки тоді, коли...» тощо з наявних висловлень 

можна будувати більш складні висловлення. 

Наприклад, якщо задано два висловлення 

А • {5 >3}, В з {5 = 3},  

то висловлення С = {5 > 3} утворено з висловлень А і Л за допо-

могою сполучника * або». 

Ще один приклад. 

М ж {У Галини Василівни у городі росте бузина}, 

N = {У Галини Василівни в Києві живе дядько}. 

Утворимо висловлення виду «якщо М, то N*. 

Маємо: {якщо у Галини Василівни у городі росте бузина, то 

у неї в Києві живе дядько}. 

Цей приклад показує, що нові висловлення можна утворювати 

з таких висловлень, які не зв'язані між собою за змістом. 

Розглянемо висловлення С = {10 і 5 і 10 і 2). Воно складене 

з двох висловлень: А = {10 : 5} і В = {10 : 2} за допомогою спо-

лучника «і». Висловлення С називають кон'юнкцією висловлень 

А і В. 

Означення . Кон 'юнкц і єю (або лог ічним добутком) двох 

висловлень А і В називають висловлення, яке є істинним, коли 

кожне з висловлень А і В істинне, і є хибним, коли хоча б одне 

з них хибне. 

Кон'юнкцію висловлень А'і В позначають так: А А В (читають: 

«А і В» або «А кон'юнкція В»). 

Повертаючись до прикладу, розглянутого вище, можна сказа-

ти, що висловлення С є висловленням А А В. 

Також говорять, що висловлення С отримано з висловлень А 

і В у результаті логічної операції кон'юнкції. 
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2. Висловлення та операції над ними 

Зрозуміло, що істинність або хибність висловлення А Л В 

належить від істинності або хибності висловлень А і В. Цю за-

іісжність зручно представити у вигляді таблиці, яку називають 

таблицею істинності. Так, таблиця істинності для логічної опе-

рації кон'юнкції має такий вигляд: 

А в А Л В 

1 X X 

X 0 0 

0 X 0 

0 0 0 

Функцію, яка впорядкованим на-

борам з чисел 0 і 1 ставить у відповід-

ність число множини {О, X}, називають 

булевою функцією. Таблиця істинності 

задає булеву функцію. 

Кон'юнкція відповідає логічній 

зв'язці «і». Визначимо низку інших 

логічних операцій, які відповідають 

найбільш вживаним способам утворен-

ня висловлень у звичайній мові. 

Означення . Диз 'юнкц ією (або ло-

г і чн ою с у м о ю ) двох висловлень А 

і В називають висловлення, яке є іс-

тинним, коли хоча б одне з висловлень 

А або В істинне, і є хибним, коли вони 

обидва хибні. 

Диз'юнкцію висловлень Аі В позна-

чають так: Л V В (читають: «А або В* або «А диз'юнкція В»). 

Нехай А = {у понеділок першим уроком в розкладі є фізика}, 

В з {у понеділок першим уроком в розкладі є математика}. 

Тоді А V В = {у понеділок першим уроком в розкладі є фізика 

або математика}. 

Наведемо таблицю істинності для диз'юнкції: 

Джордж Буль 

(1815-1864)—  

англійський математик, 

засновник математичної 

логіки 

А в А V В 

X X 1 

1 0 X 

0 X X 

0 0 0 
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§ 2. Елементи математичної логіки 

Більшість теорем мають таку логічну структуру: 

якщо виконуються деякі умови, то можна зробити певний 

висновок. 

Логічну зв'язку «якщо..., то» вживають і в інших науках, 

а також у повсякденному житті. Визначимо відповідну логічну 

операцію. 

О зн ачення І м п л і к а ц і є ю (або лог ічним сл ідуванням ) 

двох висловлень А і В називають таке висловлення А => В (чи-

тають: «якщо А, то В»), яке є хибним за умови, що висловлен-

ня А істинне, а висловлення В хибне, а в усіх інших випадках 

воно істинне. 

В імплікації А В висловлення А називають умовою, а ви-

словлення В — висновком. 

Наведемо таблицю істинності для імплікації: 

А В А =» В 

1 1 1 

1 0 0 

0 1 1 

0 0 1 

Зауважимо, що перші два рядки цієї таблиці повністю від-

повідають нашому побутовому розумінню слова «слідує» («ви-

пливає»): якщо з істини слідує істина, то це правильно (перший 

рядок таблиці); якщо з Істини слідує хибність, то це неправильно 

(другий рядок таблиці). 

Третій і четвертий рядки показують, що імплікація не повніс-

тю відповідає логіці, якої ми дотримуємось у побутовій розмовній 

мові. Навряд чи у повсякденному житті ми керуємося таким: 

«якщо з брехні випливає істина або з брехні випливає брехня, 

то такі висловлення істинні». 

Наприклад, у силу означення імплікації кожне з висловлень 

{якщо 2 X 2 - 5, то Дніпро впадає в Чорне море} 

і 

{якщо 2 x 2 = 5, то "Дніпро впадає в Біле море} 

є істинним. 

Разом з тим зрозуміти доцільність прийнятого означення 

імплікації допомагає такий приклад. 

Твердження «Якщо X : 10, то х : 5» безумовно істинне в усіх 

випадках. 
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2. Висловлення та операції над ними 

Якщо підставити х = 1, то отримаємо істинне висловлення: 

«Якщо 1 : 10, то 1 і 5», яке ілюструє четвертий рядок таб-

.1(11 ці. 

• Якщо підставити х ~ 5, то отримаємо істинне висловлення: 

«Якщо 5 і 10, то 5 : 5», яке ілюструє третій рядок таблиці. 

п т а ч е н в я . Екв і в алентн і стю (або подвійною імпліка-

цією) двох висловлень А і В називають висловлення, яке є іс-

тинним, коли обидва висловлення А і В істинні або обидва хибні, 

і є хибним, коли одне з них істинне, а інше хибне. 

Еквівалентність висловлень А і В позначають так: А <=> В (чи-

тають: «А еквівалентне В» або «А тоді і тільки тоді, коли В»).  

Наведемо таблицю істинності для еквівалентності: 

А В А « В 

1 1 1 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

Розглянемо два висловлення: 

А = {2 = 5} і В = {2 > 5}.  

Еквівалентність А <=> В = {2 - 5 тоді і тільки тоді, коли 2 > 5}  

є істинним висловленням, оскільки обидва висловлення А і В 

є хибними. 

Розглянемо логічну операцію, яка відповідає частці «ні» 

у звичайній мові. 

Означення . З а п е р е ч е н н я м висловлення Л називають вислов-

лення, яке є істинним, коли висловлення А хибне, і є хибним, 

коли висловлення А істинне. 

Заперечення висловлення Л позначають так: А (читають: «не 

А>> або «неправильно, що А»). 

Наведемо таблицю істинності для заперечення: 

А А 

1 0 

0 1 

Комбінуючи між собою логічні операції, можна отримати 

логічні вирази. 
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§ 2. Елементи математичної логіки 

Записи А А В, (А V В) Л С, А => В, А <=> В є прикладами логіч-

них виразів. 

ПРИКЛАД. Складіть таблицю істинності для виразу (А Л В) V С. 

Розв'язання. Маємо: 

А в с А Л В (А лВ) V С 

1 1 1 1 1 

1 1 0 1 1 

1 0 1 0 1 

1 0 0 0 0 

0 1 1 0 1 

0 1 0 0 0 

0 0 1 0 І 

0 0 0 0 0 

Означення . Висловлення А і В називають лог і чно еквіва-

лентними* якщо вони або обидва істинні, або обидва хибні. 

Пишуть А = В. 

Іншими словами: А = В тоді і тільки тоді, коли А «=> В є іс-

тинним висловленням. 

Покажемо, наприклад, що A=>B = A v ß для будь-яких вислов-

лень А і В. Для цього складемо таблицю істинності для виразу 

А V В і порівняємо її з таблицею істинності для імплікації А В: 

А в А => В А А V В 

1 1 1 0 1 

1 0 0 0 0 

0 1 І 1 1 

0 0 1 1 1 

Стовпці, які відповідають логічним виразам А В і Av i i ,  

збігаються. Це означає, що ці висловлення логічно еквівалентні. 

Ви знаєте, що деякі властивості операцій над множинами 

багато в чому аналогічні властивостям арифметичних дій. На-

приклад, 

А U В = В U А а + Ь^Ь + а 
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2. Висловлення та операції над ними 

АГ\ В = В С\ А аЬ^Ьа 

А n (В U С) = (А П В) U (А П С) а (b + с) = ab + ас 

Також можна помітити певну аналогію при вивченні влас-

тивостей логічних операцій. Наприклад, висловлення А V В 

і В V А є логічно еквівалентними, тобто 

А V В = В V А. 

У цьому легко переконатися, порівнявши таблиці істинності 

для виразів А V В і В V А. 

Також нескладно встановити, що, наприклад, 

АЛВ = В А А, 

(А AB) АС = А А(В АС). 

З іншими властивостями логічних операцій ви ознайомитесь, 

розв'язуючи вправу 2.13. 

Властивості логічних операцій дають змогу одне істинне 

висловлення замінити іншим висловленням, йому логічно ек-

вівалентним. Це дозволяє будувати загальні схеми правильних 

логічних міркувань, що, власне, і складає предмет математичної 

логіки. 

Зазначимо, що математична логіка, як правило, не займається 

з'ясуванням істинності одного окремо взятого висловлення (на-

приклад, визначити, чи впадає Дніпро в Чорне море — справа 

географії, а не логіки). Водночас питання про істинність різно-

манітних логічних виразів посідає важливе місце в цій науці. 

Тому в математичній логіці особливу роль відіграють ті логічні 

вирази, які завжди є істинними, незалежно від істинності ви-

словлень, з яких вони утворені. Такі логічні вирази називають 

тотожно істинними або тавтологіями. 

Розглянемо вираз A v А і складемо для нього таблицю істин-

ності: 

А А А V А 

1 0 1 

0 1 1 

Третій стовпець таблиці показує, що коли f — функція істин-

ності, то при будь-якому А має місце рівність / ( A v A ) = 1. 

Отже, вираз A v A є тавтологією, яку називають законом ви-

ключення третього. Цей закон є цілком зрозумілим з точки зору 

повсякденного досвіду. Він стверджує те, що одне з двох вислов-

лень, А або А, є істинним. 
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§ 2. Елементи математичної логіки 

З іншими тавтологіями ви ознайомитесь, розв'язуючи впра-

ву 2.14. 

Наголосимо, що тавтології дозволяють нам будувати істинні 

висловлення, тому вони найбільш цікаві для логіки. 

Вправи 

2.1.° Які з даних речень є висловленнями: 

1) 5 > 5; 

2) X < 5; 

3) що більше, sin 30° або cos 45°? 

4) якщо чотирикутник ABCD є паралелограмом, то AB = CD; 

5) число 1 не є простим і не є складеним; 

6) неправильно, що 5 є дійсним числом; 

7) усі кішки сірі; 

8) функція g є парною? 

2.2." Нехай f — функція істинності. Знайдіть f (А), якщо: 

1) А = {число 2 — просте}; 

2) А а {рівняння X 2 + X - 1 = 0 не має коренів}; 

3) А = {Нью-Йорк — столиця США}; 

4) A = {V5€Q}; 

5) A s {Q с К}; 

6) А є {функція у = [л;] є парною}; 

7) А Е {функція у = А є спадною}. 

2.3.° Дано два висловлення: 

А = {5 < 6}, В е {6 — просте число}. 

Визначте, істинним чи хибним є висловлення: 

1) А Л В; З ) А = > В ; 5) Ä; 

2) А V В; 4) А «=> В; 6) В. 

2.4.° Дано два висловлення: 

A s {2 = 3}, В = {2 — просте число}. 

Визначте, істинним чи хибним є висловлення: 

1) А Л В; 3) А => В; 5) А; 

2) А V В; 4) А <=> В; 6) В. 
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2. Висловлення та операції над ними 

2.5.* Нехай f — функція істинності, А і В — деякі висловлення, 

причому / (А) = 1. Знайдіть, де це можливо, значення функції f:  

1 ) / < А А В ) ; 3 ) f ( A = > B ) ; 5 ) / ® . 

• Z ) / ( A V B ) ; A) f {А В); 

2.6.* Нехай / —функція істинності, А і В — деякі висловлення, 

причому f(Ä)=1 . Знайдіть, де це можливо, значення функції f:  

1) / (А А В); 2) f (А V В); 3) f (А => В); 4) / (А В). 

2.Y.* Нехай f — функція істинності, А і В — деякі висловлення. 

Знайдіть f (В), якщо: 

1) f (А А В) = 1; 3) f (А => В) = 1 і f (А) = 1; 

2) / (А V В) = 1 і f (А) = 0; 4) / (А <=> В) = 0 і / (А) = 0. 

2.8." Нехай / — функція істинності, А і В — деякі висловлення, 

причому /(А А В) = 1. Знайдіть: 

1) f ( Ä v b ) ; 2) ^ ( А => в ) ; 3 ) / ( І « в ) ; 4 ) К в = > А ) . 

2.9.* Складіть таблицю істинності для логічного виразу: 

1) А=>В; 3) (А А ß) => С; 5 ) (АЛС)=>В. 

2) (А V В) Л С; 4) (А В) Л (В V С); 

2.10.* Складіть таблицю істинності для логічного виразу: 

1) А V В; 3) (ВлС)=> А; 

2) В=>А; 4) (ÄVB)a (BVC) . 

2.11.* Електричний ланцюг між точками М і N складений за 

схемою, зображеною на рисунку 2.1. Розглянемо висловлення: 

А = {елемент т ланцюга функціонує нормально}; 

В = {елемент п ланцюга функціонує нормально}. 

Визначте, чи є ланцюг замкненим, якщо відомо значення 

функції істинності f: 

1) / (А А В) = 1; 3) / (А V В) = 0; 5 ) / ? (ÄVB) = 0. 

2) f (А Л В) = 0; 4) / ( а А ß) = 1; 

ЛГ0 

Рис 2.1 
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